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CLASSIFICATION DES OBJETS GALOISIENS DE t/q(fl) 
A HOMOTOPIE PRES 

PAR Thomas AUBRIOT 


Resume. — Pour touts algebre enveloppante quantique Uq{s) de Drinfeld-Jimbo 
et touts famills A = (Aij)i<i<j<t G k* d’elemsnts invsrsiblss du corps ds bass, nous 
construisons sxplicitsmsnt par gsnsratsurs st rslations un objst galoisisn Ax ds C/q( 0 ) 
st nous montrons qus tout objst galoisisn ds Uq{s) sst homotops 4 un uniqus objst 
ds la forms A\. 

Abstract {Classification of Galois objects of Uq{g) up to homotopy equivalence) 

For any Drinfsld-Jimbo quantum snvsloping algsbra Uq{g) and for any family A = 
G of invsrtibls slsmsnts of ths bass fisld, ws sxplicitly construct a 
Galois object A\ of Uq{Q) by generators and relations and we prove that any Galois 
object of Uq{g) is homotopic to a unique object of type Ax. 


Introduction 

Le concept d’extension Hopf-galoisienne qui a ete beaucoup etudie ces 
dernieres annees est une generalisation naturelle du concept classique d’exten¬ 
sion galoisienne de corps commutatifs. C’est aussi I’analogue algebrique de la 
notion de fibre principal dans le cadre de la geometrie non commutative. 

Bien qu’une litterature abondante ait ete consacree aux extensions Hopf- 
galoisiennes (voir par exemple jMj, et les references donnees dans ces deux 


10.10.2006 

Thomas AUBRIOT, Institut de Recherche Mathematique Avancee, C.N.R.S. - Universite 
Louis Pasteur, 7 rue Rene Descartes, 67084 Strasbourg Cedex, France, Fax : +33 (0)3 90 24 
03 28 • E-mail : aubriotamath.u-strasbg.fr 

Classification mathematique par sujets (2000). — 16W30, 17B37, 55R10, 58B34, 81R50, 
81R60. 

Mots clefs. — Extension galoisienne, Algebre de Hopf, Groupe quantique de Drinfeld-Jimbo, 
Homotopie, Geometrie non commutative, Fibre principal. 





2 


THOMAS AUBRIOT 


articles), on a pen de resultats sur leur classification a isomorphisme pres. 
Pour contourner la difficulte — qui semble grande — de classer les extensions 
Hopf-galoisiennes a isomorphisme pres, Kassel m a introduit sur les exten¬ 
sions Hopf-galoisiennes une relation d’equivalence moins fine que I’isomorphie, 
relation qu’il a appelee homotopie. Dans |KS| Kassel et Schneider en ont fait 
une etude systematique. Ils donnent notamment une application a la classifi¬ 
cation des extensions Hopf-galoisiennes lorsque I’algebre de Hopf est I’algebre 
enveloppante quantique associee par Drinfeld et Jimbo a une algebre 

de Lie semi-simple complexe g. L’une des consequences des resultats de [KSj 
porte sur I’ensemble Hk{Uq{g)) des classes d’homotopie des extensions f7g(g)- 
galoisiennes du corps de base k (ces objets sont egalement appeles objets ga- 
loisiens de Uq{g)) : Kassel et Schneider demontrent que Ti.k{Uq{g)) est en bijec- 
tion avec le groupe de cohomologie H^{G, k*), ou G est le groupe des elements 
“group-like” de Uq{g) operant trivialement sur le groupe k* des elements in- 
versibles de k. Le groupe G est un groupe abelien libre dont le rang t est egal 
a celui de I’algebre de Lie g. II est bien connu que tout element de H‘^{G,k*) 
pent etre represente par une famille A de t{t — l)/2 elements non nuls du corps 
de base. 

Le but de cet article est de construire explicitement par generateurs et re¬ 
lations un objet galoisien A\ de Uq{g) pour toute famille A de ce type et de 
montrer que tout objet galoisien de Uq{Q) est homotope a un unique objet 
galoisien de la forme ^a- 

Au paragraphe 1, nous rappelons la definition des concepts d’extension Hopf- 
galoisienne et d’objet galoisien. Nous redonnons egalement la presentation stan¬ 
dard de I’algebre enveloppante quantique Uq{g). 

Les objets galoisiens Ax sont construits au paragraphe 2. Nous y enongons 
aussi le theoreme principal de Particle. 

Le paragraphe 3 est entierement consacre a la demonstration du theoreme. 


1. Rappels 

1.1. Extensions galoisiennes et objets galoisiens. — Soit k un corps 
commutatif. Tons les objets de cet article appartiennent a la categorie ten- 
sorielle des A:-espaces vectoriels et nous ne considerons que des algebres de 
Hopf admettant une antipode bijective. Si H est une algebre de Hopf et A 
est une algebre iL-comodule a droite dont la coaction est le morphisme d’al- 
gebres 5 : A ^ A® H, nous definissons la sous-algebre B des elements H- 
covariants de A par 

(1) B = {a € A \ S(a) = a 0 1}. 

L’application lineaire (3 : A®b A ^ A® H definie par 

(2) /3(a ® a') = (a 0 l)5(a'), 

pour a, a' € A, est appelee rapplication canonique associee a A. Une algebre H- 
comodule a droite A est une extension H-galoisienne de B si B est la sous- 
algebre des elements iL-covariants de A, si Papplication canonique /3 : A^bA 
H ® A associee a A est un isomorphisme et si A est fidelement plat en tant 
que H-module a droite ou a gauche. 

Un objet galoisien d’une algebre de Hopf H est une extension iL-galoisienne 
du corps de base k. 
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Deux extensions i7-galoisiennes A et A' de B sont dites isomorphes s’il existe 
un morphisme f ■. A ^ A! d’algebres 77-comodules qui soit un isomorphisme 
et qui soit I’identite sur B. 

Nous notons Gals (77) I’ensemble des classes d’isomorphisme d’extensions 77- 
galoisiennes de B. L’ensemble Gals (77) pent etre considere comme un foncteur 
contravariant en 77. En effet, soit 7 : 77 ^ 77 un morphisme d’algebres de Hopf. 
Rappelons |EM| que, etant donne une algebre de Hopf 77, un comodule A a 
droite de coaction 8a et un comodule K a gauche de coaction 8k, le produit 
cotensoriel AUjjK est defini comme le noyau de I’application 

(3) Wa ®8k-8a® Idif ■. A® K ^ A® H ® K, 

(ou encore I’egalisateur des coactions de ^ et 77). Si A est une extension 77- 
galoisienne de 77 a droite, alors 

( 4 ) i^{A)=AUHK 

est une extension 77-galoisienne de 77 a droite d’apres 0 Prop 3.11 (3)]. 

Kassel et Schneider |KS| (voir aussi E) ont defini une relation d’equivalence, 
notee ~ et appelee homotopie, sur I’ensemble GalB(77) (nous renvoyons a |KSj 
pour la definition). Nous notons Hb{H) I’ensemble des classes d’homotopie 
d’extensions 77-galoisiennes de 77. L’application 

(5) 7* : Gals (77) ^ Gals (77) 

induite par un morphisme d’algebres de Hopf 7 : 77 ^ 77 et definie plus haut, 
passe aux classes d’homotopie et definit une application 

(6) 7* :77b (77) ^ 77b (77). 

1.2. Cocycles et extensions clivees. — Suivant ((MJ Chapitre 7]), nous 
dirons qu’une application bilineaire cr : 77 x 77 ^ fc est un cocycle normalise 
inversible pour I’algebre de Hopf H si a est inversible pour la convolution et 
verifie les relations 

(7) cr(a;(i),2/(i))cr(x(2)j/(2),2) = cr(y(i), Z(i))cr(a:, 2/(2)2;(2)) 

et 

( 8 ) a{l,x) = a{x,l) = e{x), 

pour x,y,z & H (e est la coiinite de 77). 

Nous avons utilise ici la notation de Sweedler A(x) = ai(i) ® X( 2 ) pour la 
comultiplication A de 77, notation que nous utiliserons dans la suite de Particle 
pour les differentes comultiplications et coactions. 

Rappelons (jM] Chapitre 7]) que si 77 est une algebre de Hopf, cr : 77 x 77 —> fc 
un cocycle inversible normalise et B une algebre, alors le produit croise B'^^H 
est I’espace vectoriel B ® H muni du produit associatif et unifere 

(9) {a^h){b^k) = cr(/i(i),/c(i))a6j)/i(2)fc(2), 

pour tout a,b G B et h,k G H. De plus, cette algebre peut etre munie d’une 
structure d’algebre 77-comodule a droite induite par la comultiplication de 77, 
ce qui fait de B'^aH une extension 77-galoisienne de B. Les extensions 77- 
galoisiennes de cette forme sont appelees extensions clivees {cleft en anglais). 
Lorsque fc = 77, le produit croise k^^jH s’identifie a 77 muni du produit 

( 10 ) X -aV = <T{x(^i),y(^i))x(^2)y(2), 

pour x,y G H. Nous notons I’espace vectoriel 77 muni de ce produit asso¬ 
ciatif dont I’unite est celle de 77. 
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Si H est une algebre de Hopf et p est un cocycle normalise inversible, nous 
pouvons aussi definir I’algebre de Hopf comme la cogebre H munie du 
produit associatif modifie 

(11) x-py = p(a;(i), 2/(1) )a;(2) 2/(2) p“^(x(3),j/(3)), 

pour x,y G H. Nous definissons aussi pour toute i/-comodule algebre a droite 
A la 7?'’-comodule algebre tordue a droite Ap qui est le 77'’-comodule (ou 77- 
comodule) A muni du produit 

(12) a-pb = a(i) 6 (i)P“^(a( 2 ), 6 ( 2 )), 

pour a,b G A. Alors il existe une bijection entre les extensions 77-galoisiennes 
de 77 a droite et les extensions 77'’-galoisiennes de 77 a droite j : Gals (77) ^ 
Gals (77'’) donnee par 

(13) j{A) = Ap. 

Montgomery et Schneider |MSI Theoreme 5.3] ont montre que, si 0-77 est une 
extension clivee de 77, alors son image j[aH) = {aH)p dans Galfe(77'’) est une 
extension clivee de 77'’ qui s’identifie a £r*p-i (77'’). 

Au paragraphe 3, nous aurons besoin du lemme suivant. 

Lemme 1. — Soit 77' une sous-algebre de Hopf d’une algebre de Hopf 77 et 
a' •. H' ® H' ^ k un cocycle de 77', s’etendant en un cocycle a \ H ® H ^ k 
de 77. Nous avons alors un isomorphisme d’algebres 

(14) .77n^^77' ^ ^,H'. 

Demonstration. — Considerons les bijections lineaires (voir |KMI Prop 2.1]) 

(15) 77' ^ HUhH' ^ 77' 

donnees par p, = (z (g) Id) o A/// et = e(g)Id. Les structures d’espaces vectoriels 
et de comodules de ^H et a'H' etant par definition les memes que cedes de 77 
et 77' respectivement, ces bijections valent aussi pour aH et a'H' : 

(16) a'H’ ^ aHUnH' ^ ,,H'. 

Montrons maintenant que I’isomorphisme p est aussi un morphisme d’al¬ 
gebres de a'H' sur aHOjjH. Notons g h le produit dans a'H' de deux ele¬ 
ments (/ et 6 de 77'; nous gardons la notation gh pour leur produit dans 77' 
et les notations g, h pour les elements g,h G H' vu dans 77. Nous notons aussi 
g -a h \e produit dans aH de deux elements g, h. Nous obtenons 

Kg -a' h) = cr'(/l(i),5(l))7i(5(2)li(2)) 

= cr'(6(i),5(i))(5(2)6(2) ®gGi)h(K 

^ = ('^(6(1),g(i))g(2)6(2)) 0 5(3)6(3) 

= 5 ( 1 ) '(j 6 ( 1 ) 0 5 ( 2 ) 6 ( 2 ) 

pour tout g,h G G, ce qui assure que 

(18) p : a'H' ^ aHUuH' 

est un isomorphisme d’algebres. 

□ 
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1.3. Les algebres enveloppantes quantiques de Drinfeld-Jimbo. — 

Nous supposons desormais que k est un corps de caracteristique differente de 2 
ou 3. Fixons la matrice de Cartan (a^-d’une algebre de Lie semi-simple 
complexe g, des entiers ((ii)i<i<t ^ {1; 2, 3} tels que diaij = djUji pour tout 1 < 
hj < t ainsi qu’un element inversible q G k tel que ^ 1 pour tout i = 

L’algebre de Drinfeld-.Jimbo Uq{Q) (voir pi Chapitre 4]) est I’algebre asso¬ 
ciative unitaire engendree par les generateurs Ei,Fi,Ki et K~^ pour 1 < i < t 
et les relations 


(19) 


= KjK,, K,K-^ = K-^K, = 1 , 


( 20 ) 




( 21 ) 


K,Fj = 


( 22 ) 

(23) 

(24) 


EjE^ — F^Ej = ( 5 , 


K,, - k; 


qdi _q- 


1 — a 


ij 


H (- 1 )' 


r=0 

1 — a 


1 CLo 


J 






r—0 


e] ''EjEl = 0 , 


fI ''FjF[ = 0 , 


pour I < i, j < t. 

II est bien connu (pi Chapitre 4]) que Uq{g) peut etre munie d’une structure 
d’algebre de Hopf avec la comultiplication A definie sur les generateurs par 


(25) 


A{Ei) = Ei^l + Ki® E, 


(26) A{F,) = Fi ® + l(E)Fi, 

(27) A(F±i)=F±i®F±\ 
la coiinite e definie par 

(28) s{E,) = 0, £(F,)=0, e(F±i) = l, 

et I’antipode S definie par 

(29) S{E,) = -K-^E„ S{F,)=-F,K,, Sixf^) = K^\ 

pour tout 1 < i < t. 

Notons G le sous-groupe multiplicatif de Uq{g) engendre par Ki, K 2 , ■ ■ ■, Kt- 
C’est un sous-groupe abelien fibre de rang t. Notons encore Uq{g)'^ la sous- 
algebre de Uq{g) engendree par les generateurs Ki, K~^ et Ei, pour 1 < i < t, 
et les relations Cni, 1201 et 1231) et 1 / 9 ( 0 ) celle engendree par les genera¬ 
teurs Ki, K~^ et Fi, pour 1 < i < t, et les relations HI 911 . 1121 H et 12411 . L’algebre 
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de Hopf Uq{Q) est filtree avec les generateurs en degre 0 et les genera- 
teurs Ei,Fi en degre 1. L’algebre de Hopf graduee Gr t/q(g) associee a cette 
filtration est engendree, comme algebre, par Ei, Fi, Ki et K~^, pour 1 < * < t, 
soumis aux relations cni) - (Ell), E3, en ainsi qu’a la relation de commutation 

(30) EiFj — FjEi = 0, 

pour 1 < i,j < t. Notons aussi Gr C/g(g)+ la sous-algebre de Gr Uq[Q) en¬ 
gendree par les generateurs Ki,K~^ et Ei, pour 1 < z < t, et les relations 
(Trail , m et (1^ et Gr Uq{g) celle engendree par les generateurs Ki,K- ^ et 
Fi, pour 1 < z < f, et les relations frail . (EH) et (EU et remarquons que nous 
pouvons identifier Gr Uq{g)'^ = Uq{Q)'^ ainsi que Gr C/g(g)“ = C/q(g)“. 

Kassel et Schneider |KS1 Section 4] ont montre qu’il existe un unique cocycle 
normalise p : Gr C/q(g) x Gr C/q(g) ^ k qui verifie 

(31) p{Ki,Kj) = l, 

( 32 ) = 

pour 1 < z,j < t et 

(33) p{x,y)=0, 

pour tons les autres couples de generateurs x, y (en particulier ce cocycle n’est 
pas symetrique et p{Fj,Ei) = 0). De plus si x,y,z appartiennent a la meme 
sous-algebre Gr t/g(g)+ ou Gr Uq{Q)~ , on a 

(34) p{x,yz) = p{x(i),y)p{x( 2 ),z), 

(35) p{xy, z) = p{x, Z( 2 ))p{y, 2((i))- 

La relation El est encore vraie si a; G Gr C/g(g) et z/, z G Gr Uq{Q)^ et la 
relation El est vraie si x,y £ Gr t/q(g) et z G Gr {7q(g)+. En particulier, ces 
relations impliquent 

(36) p{x,l) = p{l,x) = e{x), 

pour tout a; G Gr Uq{g). Kassel et Schneider [KSl Section 4] ont etabli qu’il 
existe un isomorphisme d’algebres de Hopf 17q(g) = Gr ^^(g)'’ qui est I’identite 
sur les generateurs. 


2. Le resultat 

Nous considerons une famille {Xij)i<i<j<t d’elements inversibles de k. Par 
commodite, nous posons Ay = et Xu = 1 pour tout 1 < j < z < t. 

Nous definissons I’algebre A\ comme I’algebre associative unitaire engendree 
par des generateurs Xi,Yi,Zi, Z~^ pour 1 < z < f et les relations 

(37) ZiZj = XijZjZi, ZiZ^ ^ = Z^ ^Zi = 1, 


(38) 





CLASSIFICATION DBS OBJETS GALOISIENS DE Uqig) A HOMOTOPIE PRES 


7 


(39) 




(40) 

(41) 

(42) 


- YX, = 5; 


1 —Qi 


r=0 


E(-i) 

— CLi- 

E(-i) 


1 CLiq 




^ciij+2r aij ^^ _ Q 


J 


r—0 


l- a. 


yl-a.,-ry^r ^ 


J 5“ 


pour 1 < z,j < t. 
Posons 

(43) 


5{Xi) = Xi®l + Z,®E„ 


(44) 5{Yi)=Y,®K-^ YlZ)F,, 

(45) 5{Zt^) = Zt^ ® Kf\ 
pour tout 1 < i < t. 

Nous enongons maintenant notre resultat principal. 

Theoreme. — 1) Les formules et 14 munissent A\ d’une struc¬ 

ture d’objet galoisien dive sur Uq{Q). 

2) Tout objet galoisien sur Uq{Q) est homotope d un objet galoisien de la 
forme Ax. 

3) Deux objets Uq{Q)-galoisiens Ax et Ax' sont homotopes si et seulement si 
les families X et X' les definissant sont egales. 

La suite de Particle est consacree a la demonstration du theoreme. 


3. Demonstration du theoreme 

3.1. Cocycles sur Gr Uq{Q) provenant d’une famille A. — Pour toute 
famille A = (Ay)i<i<j<t d’inversibles de k, nous notons encore Ay = A“/ 
et Xii = 1 pour tout 1 < j < i < t et nous definissons un cocycle de Gr t7q(g) 
comme suit. Notons ax '■ k[G] x k[G] k I’application bilineaire determinee 
par 

(46) ax{Ki,Kj) = Xij, 
pour 1 < i, j < t, et par 

(47) cr\{gi 92 , h) = ax{gi,h)ax{g 2 , h), 
et 

(48) ax{h,gig2) = ax{h,gi)ax{h,g2), 

pour gi,g 2 , h G G. On a done cr;)j(l, g) = ax{g, 1) = 1 pour tout g G G. 

Soit TT : Gr Uq{Q) k[G] le morphisme d’algebres de Hopf defini par 

(49) 7t{E,) = 7r(F,) = 0, 7r(iL±i) = Kf\ 
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pour i = 1,..., t. Posons cta = cta o (tt x tt) : Gr Uq{Q) x Gr Uq{Q) k. On a le 
lemme immediat suivant. 

Lemme 2. — Les applications a\ et a\ sont des cocycles normalises pour les 
algebres de Hopf k[G] et Gr C/q(g), respectivement, inversibles pour la convolu¬ 
tion, d’inverses respectifs ax-i etcfj^i. 

3.2. L’algebre comodule Ax comme [/q(g)-extension clivee. — Con- 
siderons une famille A = d’elements inversibles de k et les cocycles 

(pour I’algebre de Hopf Gr Uq{Q)) cta, defini au paragraphe 1.3, et p~^ in¬ 
verse (pour la convolution) du cocycle p, defini par Kassel et Schneider et 
rappele au paragraphe 1.3. La convolution de ces deux cocycles defini un co¬ 
cycle (Tp — * p~^ pour I’algebre de Hopf Gr Uq{g)P = Gq(g) (voir [MSI 

Theoreme 5.3]). 

Lemme 3. — Le cocycle inversible ap = * p~^ : Uq{Q) ® Uq{ 2 ) k verifie 

les relations 

(50) (7p{l,x) = e(x) = ap(x,l), 

et si x,y,z appartiennent a la meme sous-algebre Uq{g)~^ ou Uq{g)~ ou si les 
termes dans le premier membre de (Jp appartiennent a Uq{g)~ et ceux du second 
membre appartiennent a Uq{g)~^, nous avons 

(51) ap{x,yz) = ap{x(^i),y)ap{x(^ 2 ), z), 


(52) ap{xy,z) = crp(a;, Z( 2 ))crp(?/, Z(i)). 
De plus, nous avons 

(53) ap{Ki,Kj) = Xij, 


(54) 


o’piEi, Fj) — 


pour tout 1 < i, j < t. Pour les autres couples {x,y) de generateurs nous avons 


(55) 


<^p{x,y) = 0 . 


Demonstration. — La relation de normalisation lIKHll est verifiee immediate- 
ment a partir des conditions de normalisation pour a\ et p. Les relations m 
et II52II se deduisent de la definition de cta comme bi-caractere et des rela¬ 
tions (E3 et ISH- Ces relations ne sont done verifiees que pour des elements 
de la meme sous-algebre Uq{g)'^ ou Uq{g)~ ou si le premier terme appartient 
a Uq{g)~ et le second a [/q(g)+ comme pour les relations lIMIl et ll^ de p. 

La relation II53II est une consequence des relations ll?7ll . lUni et gnj. LcL 
relation lIMIl s’ obtient a partir des relations igSl, ® , (EH, ii^ et m comme 
suit : 


ap{Ei,Fj) = ax{Ei,Fj)p ^ {1, KG) + ax{Ei,l)p ^{l,Fj) 

+ax{K,,Fj)p-\E,,K-^) + ax(K,,l)p-^E,,F,) 


(56) 
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pour tout 1 < i,j < t. Pour les autres couples de generateurs le calcul se fait 
de facon similaire et chaque terme de la somme apparaissant est nul, ce qui 
implique la relation (HU. □ 


Posons, pour 1 < i < t, 

(57) ipxiXi) = E,, ipx{Yi) = F„ ^x{Zf^) = Kf\ 

Lemme 4. — Les formules m definissent un morphisme d’algehres Uq{Q)- 
comodules d droite Lpx : Ax —> apUqiQ). 


Demonstration. — a) Verifions d’abord que Lpx est un morphisme d’algebres. 
II sufiit d’etablir que I’image des relations (Eli) — (14211 est nulle dans uPqiQ)- 
Considerons la relation m de commutation entre les Zi. On a 

ipxiZ^Zj) = tpx{Zi) -ap V\{Zj) 

= K, K, 

= ap{K„Kj)K,Kj 
— 

(58) = XrjKjKi 

= Xlap{K„K,)K,K, 

= K, 

= V, ‘fxiZ^) 

= >fx{Xf^ZjZi), 

pour tout 1 < i,j < t. De la meme faqon on demontre 

(59) MZ,Z-^)=<px{Z-^Z,) = l, 
pour tout 1 < *, j < t. 

Considerons la relation EHl de commutation entre Zi et Xj. On a 


^x{ZiXj') — (px{,Zi) '(j ^px{Xj') 


= Ki-cpp Ej 


(60) 


= ap{Ki, Ej)Kil + ap{Ki, Kj)K^Ej 
= 0 + XijKiEj 

= (0 + X,jap{Kj,Ki)E,Ki) 


= XLq^'-^^E, K, 

= Xlq^^'^'^ifxiXj) ipx{Z,) 


= q>x{X%q^^-^^X,Zi), 

pour tout 1 < *, j < t. 

La relation ESI se demontre de fagon similaire. Pour 601 on a 
(61) 

^x{XiYj - YjXi) = ^x{Xi) ifx{Yj) - ^xiY,) ipx{Xi) 

= Ei 'o-p Ej — Ej -pr Ei 

= {ap{E,, Fj)lK-^ + ap{Ep, 1)1F, + ap{K,, Fj)E,K-^ 

-1 1 


+ap{K,A)E,Fj) - {ap{F,,E,)K-A + ap{l,Ei)F,l 
+ap{Fj,K,)K-^E, + ap(l, Kp)F,E,) 


qdi _ q 


+E^FJ-F,E, 


= S, 


K,, 


qdi _ q- 




qdi _ q-di 


= ifx 





10 


THOMAS AUBRIOT 


pour tout I < i, j < t. 

Considerons la relation de Serre quantique 611 pour le generateur Xi. No¬ 
tons que 

Ei -Op Ej = < 7 p{Ei, Ej)\ ap{Ei, Kj)lEj 

(62) +ap{Ki, Ej)Eil + ap{Ki, Kj)EiEj 

— ^ijEiEj^ 

pour tout 1 < 1 , j < t. Nous ne considerons que des elements de 17,(0)+, nous 
pouvons done utiliser les relations 611,63 et 63 pour calculer les valeurs du 
cocycle Cp, valeurs qui sont nulles des que le generateur Ei apparait, et obtenir 


77 " (Tp 7 ^ j ' ( 7 p ^ J 

= ^p((-®i)(l)j {E]){l))c^p{{Ei)(2){Ej)(2)i {Ej)(^i^){Ei)(2,){Ej)(^){Ej)(^2) 

= 0 + ap(K,, Kj)ap(K,K,,K,)E,EjE, 

pour tout 1 < ij < t- De fagon similaire, nous avons 
(64) Ei -o-p Ei -cTp Ej = XijEi Ej 

et 


(65) Ei -o-p Ej -ap El = EiEjEi, 

pour tout 1 < i,j < t. Par recurence sur les entiers a, b et c, on montre facile- 
ment que le produit de a fois le generateur Ei, b fois le generateur Ej et c fois 
le generateur Ei vaut 

( 66 ) 

E . /?. . E . E • E . E — E^ • E^ ’ E^ 

J-/1 (Tp <Tp ap <7p <7p (Tp ap (Tp ap (Tp 


= xf-^^EfE]Et 

dans a-pUq{s) pour tout 1 < i, j < t. Remarquons en particulier que la puissance 
d’un element Ei est la meme pour le produit classique de 17,(0) ou pour celui 
de apUq{Q), ce qui justifie la notation Ef. 

Alors, en utilisant 63, on obtient 
(67) 

7>a fc=o"^(-ir 


\Q.ij+2r — 1 -y-1— (lij—r v'p 


J 


= ElzTi-^y 


= El=oy-y^ 


= E'=r(-ir 


= E'io’^(-ir 

= 0 . 






1 — a 
r 

1 — a 
r 

1 - Qij 

r 

1 dij 


J 






y.aij-\-2r 1 7^1 o^ij T Tp -rpr 

\j '<yp ^3 '<^p 


\ ai-j+2r —1 \ l—aiq—r—r 7-,! —a 

^3 ^3 


^1 aij 




J q^ 


De maniere similaire, pour les generateurs Ei dans t/g(g) , nous avons 

F^ -ap F, = ap{Fi,F,)K-^K-^ + ap{Fi, l)K-^F, 

+cjp{l, F,)FiKf + ap{l, l)FiF, 

= F^FJ 


(68) 
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et par recurence 
(69) 




pc _ po pf) pc 

I I J I 


pour tout 1 < i, j < t et a, 6 , c G N. Le produit des elements Fi est done le 
meme dans aPq{Q) et dans Uq{g). La relation de Serre quantique dans A\ 
pour le generateur Yi est alors une consequence immediate de la relation 121 
pour le generateur Fi dans Uq{2). 

b) Pour montrer que Lp\ est aussi un morphisme de comodules, 11 suffit, 
puisque la comultiplication de Uq{Q) est un morphisme d’algebres, de verifier 
que le diagramme 


(70) ij Ia 

Aa ® C/,(0) .,C/,(0) ® C/,(0) 

commute pour une famille de generateurs de I’algebre Ax. 
Pour les generateurs Zp, on a 

Ao^x{Zp) = AiKP) 


(71) 


= Kp 0 kP 

= {ipx(^ld){Zp (^Kp) 
= Px®ld)oS{Zp)- 


pour les generateurs on a 


(72) 


A o ^x{Xi) = A{E,) 

= Ei^l + Ki(^E, 

= {(fix (g) Id)(Xi (g) 1 + 0 i?,) 

= (ifx 0 Id) o S{Xi)-, 


pour les generateurs 1 ^, on a 

A(F,) 

Fi^K^ ^ + 1 0 Fi 
{(fix 0 Id)(yi 0 Kp + 1 0 F,) 

(V^A (g) Id) o (5(yi), 

pour tout 1 < i < t. □ 


A o (px{Yi) = 


(73) 


Lemme 5. — Le morphisme ipx ■ Ax a-pUgis) est un isomorphisme. 


Demonstration. — Avec [H Chapitre 4], introduisons I’algebre de Hopf U en- 
gendree par les generateurs Ei,Fi et Kp soumis aux relations (O - (| 22 l de 
commutation de Uq{Q). Cette algebre pent etre munie d’une structure d’al- 
gebre de Hopf avec la comultiplication, la counite et I’antipode definies par les 
memes relations (ESJ-® que pour Uq{Q). L’algebre I7g(0) est alors le quotient 
de I’algebre U par I’ideal I engendre par les relations de Serre quantiques ESI) 
et II24II ; notons P le morphisme d’algebre de Hopf de projection de U sur Uq{ 2 ). 
La famille 


(74) 




■ Fr^E[ 




ji 


■Ep 

jp 


K, 


111 


■K, 


Tit 


ouii,...,in,ji,...,jp,h,...,lt parcourent { 1 ,..., f}, ai, ,.. .,ai^,f3j^,..., 
parcourent N et 7 /,,..., 7 ;^ parcourent Z, est une base de U (voir [j]). L’algebre 
de Hopf k[G] est aussi la sous-algebre engendree par les elements “group-like” 
de U. Considerons le cocycle (que nous noterons encore ap) dp o (F 0 F) : 
U ®U —> fc et notons I’algebre obtenue de F a partir du cocycle Up en 
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suivant le precede decrit au paragraphe 1.2 et dont le produit est donne par la 
relation m- 

Cherclions maintenant une base de adaptee au produit -ap- Remarquons 
que de la meme maniere que pour les relations et EHl), le produit d’un 
element Fi avec un element Ej vaut dans aP 

Fi 'ap Ej = ap{Fi, Ej)K^ + ap{Ei^ Kj)K^ Ej 

(75) +ap{l, Ej)F, + app Kj)E,E, 

= EiEj, 

celui d’un element Ei avec un element Kj vaut 

'o’p ^3 ~ ^j)^3 ^pPi, Kj)EiKj 

^ ’ =PE,K, 

et celui de deux elements Ki et Kj vaut 


. 77 ^ K, ■<.p Kj = ap{K,Kj)K,Kj 

O ''' — \ K K 

pour tout 1 < i,j < t. Si les indices ji,..., jp,li,..., It parcourent {1, ... ,t}, 
notons J la suite d’indice ji,..., jn,h, I 2 , ■ ■ ■ ,lt et Jp la suite definie a par- 
tir de la precedente en ne gardant que les indices a partir de I’indice k (par 
exemple Jj^ = js,..., jn,h, ■ ■ ■ ,k et p = 

Nous devons calculer les produits dans aP de produits des generateurs, et 
nous avons done besoin des valeurs de cFp sur ces produits. Precisement, nous 
devons calculer les valeurs du cocycle dp pour des produits des generateurs Ft, 
ce qui est possible avec les relations m et ll^ car nous restons dans la 
meme sous-algebre apU~ (definie de maniere evidente comme pour [/^(g)”). De 
meme, la valeur du cocycle dp sur les produits entre les generateurs Ej et Ki 
se calcule grace a ces relations car ces elements appartiennent a la meme sous- 
algebre cTpU'^. Enfin, les produits entre les generateurs Fi et Ej font intervenir 
le cocycle dp avec comme terme de gauche des elements de aP~ et comme 
terme de droite des elements de aP^, ce qui nous permet encore d’utiliser les 
relations et 15211 . Alors, de fagon similaire a ® nous utilisons 

les relations (EHl et jzU - Jill), exprimant les produits dans aP des 

generateurs Fi,Ej et Ki sur la base FpE^Kj^, de maniere repetee grace aux 
relations ll^ et ll^ de definition de dp, pour exprimer les elements Fp 
E^ -cTp kJ^ sur la base FpE^Kf- : 


(78) 


Fr:pEl^-„^Kp=Fp 


F, 


E[ 




^ ^‘1 . K 

<yp <yp 




31 


E[ 


Op 


((nq<z<T<q PlP)Kp---Kp) 


31 


■E[ 


3p 


ou Kk designe p si k est un indice relatif a E (soit de la forme jm) 
et designe 7 ^ si k est un indice relatif a K (soit de la forme Im). La 

famille Ep -o-p Fp -up ATp forme une base de I’espace vectoriel U = ^p 
puisque les scalaires Ofeg j Wk'^Jk nuls. 
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Notons le produit ^7/' • • '7'* si i, j, 

sont les multi-indices correspondant a ii,... ■ ■ ■ ,jp, 

, • ■ •, Pjp, h,. ■. ,lt,7h, ■ ■ ■ definissons I’application lineaire p : a^U ^ 

A\ par sa donnee sur la base Kj^ : 


(79) 


; t \ rrll 


Demontrons que p est un morphisme d’algebres. Les calculs ipt - inn) 
assurent aussi que 


(80) 


K,. 


Ki = \j,K. 


U A? 


K, 


(81) 


<7p O’p ^'^*1 


(82) 


K,, 


Fj = q 


O-iO^ij Z 7 ’. 
^3 


K, 


et 


(83) 


E, 


Fj - Fj 


E,, = 5, 


K, 




pour tout 1 < i,j < t. Alors pour ecrire le produit de deux elements de la 
base et E^ -o- E-r ■a„ Kjr, nous utilisons les relations de 

i p J PL. L— P J P L _ ' 

commutation lP|l - ® de maniere repetee pour obtenir une ecriture sur la 
base : 


(84) 


/ip£i i^2l\ ap, Pj" 7i» 

\^i 'pppF^ '<7pF^i J'<^p('C 'p’pF^’iTpKi^ j—/ F^ '<^pE^ 


OL^n (3jii^lii 

avec x~7rf/7jr, - G k. Remarquons que, dans I’algebre A\, nous avons les memes 

relations de commutation ISZl) - 601) et done le produit de deux elements de la 
forme Y^X^ZJ^ et Y^X-rZ^ vaut de la meme maniere 


(85) (Y^X^zf) 




Y^X^Z^] ( YF^X'-PZ^ 1 = 


oc^/f (Sj/f-yi/f a'' 


— ' J - LL—^r I ylL- 

'^"V^ . 


Nous avons done 


( 86 ) 


; / 7 ?^ TpF. T^Yl TpF. 

F[Fi 'o-p E, -a-p Ki -o-p Fp -o-p E-, -a-p Kp ) 


= F E 




^7; 


■^—F^-^pE^-^pKjt 


^ a ■110^1^,11 a" 0i 7 ;' 


(Y^X^zf) 


A 


= [YAXAZr] [YAXAZjr 


IL 3 !L 




= AFr:pE^-.Kf) -apAFf 


F 


Kh 


ce qui etablit que V' est un morphisme d’algebres. Par suite, comme les genera- 
teurs de I’algebre A\ appartiennent a I’image de p, celle-ci est surjective. Pour 
montrer que p se factorise a travers apUqis), il suffit de montrer que le noyau 
de P est Indus dans le noyau de p. Soit u appartenant au noyau de P ; alors u 
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appartient a I’ideal engendre par les relations de Serre quantiques ll^ et ll^ . 

Done u est une combinaison lineaire d’elements de la forme 

(87) 


^ (- 1 )^ 


r—0 


1 — a 


VQ 


J q^p 


jpl-apq-ri^ pr\ T^JL 

^q^p I <7p CTp^l^ 


et de la forme 

( 88 ) 

./3. 


E (- 1 )' 


r—O 


1—0 


pq 


pl-apg-rp pr\ t^JL 


avec 1 , j, Pj , 1, 7 / des multi-indices de la forme precedente et p,q = 1 ,..., t. 
Par consequent I’element u est une combinaison lineaire d’elements de la forme 


(89) 

F^-ayf:,K^r-S i:\-n 
~ ~ ~ \ ^=0 
oc'^ 0i 7; 

'<TpFp 'Up Ey- -CTp Kjr 

et de la forme 

(90) 


1 — 0 . 


pq 


J q'^P 


\0‘pq-\-‘^F 1 pi Qpg r p pp 

Apq -Pp 


p^ pfh. 

'<yp ^j_ '<yp '<^p 

a'i Pi 7 / 

'<ppFp -cTp E— -cTp Kjr, 


'Y:\-iy 

, r—O 


1 — a 


pq 


pi apq r p pp 

-^p '<yp '<yp ^p 


J 


Done V’(u) est une combinaison lineaire d’elements de la forme 
(91) 








1-0 




Eq-apE;) -^p e'^K^ f 


1 QfTJ 


^{Fr-^p^r-^p^f) V’l 


pq 


1 — a. 


pq 


\a,pq~\~'^r 1 pi Q'pq r 

Apq H/p 


. apg+2r-l 


pi apq r p pp 

^p ■o’p ^q ’<7p ^p 


ol'., d'p 7 ' 

Eyr-'^pEt'-p^t 


7 

x^fzf- 


r =0 


1 dr) 


\apq-\-‘2r 1 -^1 Q'pq r -yr syp \ t r ^i' 

Apq Ap ^q^p I 


et, de fagon similaire, d’elements de la forme 
(92) 

1 dr 


^ E (- 1 )^ 

a'/ (S', 

'^pF~ -ap E~ -Op K-y') 

(3 /I apq 

= Y^^X^Z^{ E (- 1 )^ 




1 - Od 


pi apq r p pp 

^P ‘<7p ^q 'Op -Fp 


J q^ 


r—O 




J q 
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Les deux derniers membres de lIMll et de ll^ sont nuls en vertu de iHTll et . 
II en resulte que '(/’(m) est nul et que le morphisme if} se factorise en un mor- 
phisme : apUgis) 

Le morphisme est surjectif puisque ijj I’est. De plus nous avons la relation 


(‘^A o Kf-) = 

(93) = -.p v=x{Zi)^ 

_ . r^JL 

— CTp CTp J 

pour tout multi-indices j, 7 /- Done I’application 93 A o 'I' est egale a 

I’identite de aPq{Q)- En consequence, iL est injective. Comme est surjective, 
elle est bijective d’inverse Lpx- □ 

3.3. Demonstration du theoreme. — Le point (1) est une consequence 
du lemmeEl 

Demontrons le point (2). Soit A un objet galoisien de Uq(g). Notons i le 
plongement naturel de k[G] dans Uq{Q) ; ce morphisme d’algebres de Hopf 
nous permet en particulier de definir une structure d’algebre ?7q(g)-comodule 
a gauche sur k[G] par 


(94) k[G] k[G] ® k[G] Uqig) ® k[G]. 

Comme nous I’avons explique au paragraphe 1.1, ce plongement i : k[G] 
Uq{g) induit une application 


(95) i * : Galfc(t7,(0)) ^ Galfe(fc[G]). 

Considerons I’image i *{ A ) de A dans Galfc(fc[G]). D’apres [KHl Prop. 3.2], 

(96) Gal(fc[G]) ^H2(G,fc*). 

II est bien connu que ce dernier groupe est isomorphe a Hom(A^Z*,fc*) (voir 
par exemple 0 Theoreme V.6.4 (iii)]). Par consequent, il existe une famille A 
telle que i *{ A ) = apG ]. 

Le lemme Q] assure que i *{ A ) = a ) k { G ] est isomorphe, comme algebre, 
a apUqigpu (g)A:[G] qui vaut i * i ( TpUq { g )), par definition de i *. Les lemmes^l 
et0assurent que a-pUq{g) = Ax et par suite nous avons 

(97) i * iA ) ^ i * iAx ). 

Or Kassel et Schneider |KSI Theoreme 4.5] ont montre que I’application i * : 
T - lk { Uq { g )) 7ife(/c[G]) est une bijection sur les classes d’homotopie d’exten- 
sions galoisiennes. Par consequent, A et Ax sont homotopes. 

Demontrons le point (3). Supposons que Ax et Ax' definissent le meme 
element de Ti .{ Uq { g )). Alors i*(Aa) = i *{ Ax ') dans 7tfe(fc[G]). D’apres [KSl 
Prop 3.2], on a ' Hk { k [ G \) = Gal/c(fc[G]). II resulte de ceci et de la bijection 
que A = A'. 
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